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ZADANIE 1. Rozważmy przestrzeń wszystkich cia̧gów skończonych (o różnych
dÃlugościach). Sprawdź, że jest to przestrzeń liniowa. Jak wprowadzić w niej normȩ?
Dlaczego NIE DA SIȨ wprowadzić w niej normy zupeÃlnej?

ZADANIE 2. Weźmy pod uwagȩ zbiór wszelkich wielomianów. To jest przestrzeń
liniowa. Pokaż, że jest ona homomorficzna z przestrzenia̧ z poprzedniego zadania.

ZADANIE 3. Uzasadnij, że nie istnieje taka miara probabilistyczna na [0, 1], żeby
dla funkcji cia̧gÃlych zbieżność jednostajna byÃla równoważna z ich zbieżnościa̧ w
L1(µ).

ZADANIE 4. Wykaż, że przestrzenie L1([0, 1]) i L1([0,∞)) sa̧ izometrycznie izomor-
ficzne.
Wskazówka: Funkcji f(x) na [0,∞) przyporza̧dkuj funkcjȩ g(y) = − f(− ln y)

y na
[0, 1].

ZADANIE 5. Udowodnij twierdzenie: W przestrzeni Hilberta H dany jest zbiór
zwarty i wypukÃly K. Wtedy dla każdego x ∈ H istnieje dokÃladnie jeden punkt
y ∈ K taki, że d(x, y) = d(x,K).
Wskazówka: Wykaż, że funkcja f(y) = d(x, y) jest cia̧gÃla na K (zatem osia̧ga swoje
minimum), a nastȩpnie zaÃlóż, że minimum jest osia̧gane w dwóch punktach y1 6= y2

i skorzystaj z wÃlasności normy w przestrzeni Hilberta aby pokazać, że punkt y1+y2
2

leży jeszcze bliżej.

ZADANIE 6. Udowodnij, że każdy cia̧g zbieżny sÃlabo (w jakiej́s przestrzeni unor-
mowanej) ba̧dź ∗-sÃlabo (w jakiej́s przestrzeni sprzȩżonej) jest ograniczony w normie.

ZADANIE 7. Zidentyfikuj zbieżność sÃlaba̧ w przestrzeni C(X) (X - zwarta).
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